
11.4. シュタイナー円群 (円把) 

２つの円の群があり，異なる群に属する円が互いに直交しているとき，円把と言います． 
11.4.1. 例１(双曲型） 
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[11.1.1]と同じ例です．不動点は，A( 1)− とB(2)，さらに， 1
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   ) 2· ( ) ( (#)T zT ω = L   
双対平面上で，原点を通る直線C'上の点は, C'上の点に移ります．C'をもとの平面に戻し

た曲線 Cは「2点 A,Bを通る円」で, f の不動曲線です．Cは，H+
での 等距離線 です． 

 

さらに，双対平面上で，中心 O, 半径が rの円をE 'r , これを 1T−
で戻した円を Erとすると，

E 'r はC'と直交するので， Erも C と直交します． Er上の点 xの像は E 'r 上にあるので， 
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= .  故にErは，点 A,Bからの距離の比が一定でアポロニウスの円です．

この円の中心は実軸上にあるので， ErはH+
での 双曲的直線 です．  
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E rは，緑色で「 r 」と ラベルしています E 'r の「 r 」の値は，実軸上の数字から読んで下さい

このような互いに直交する円の群{ }nC と{E }n を 「シュタイナー円群(円杷)」 といいます．
シュタイナー円群は「座標系」のような働きもします．例えば，上図の zは 2E 上なので，
(#)より， ( )f zω = は 4E 上に移ります．よって，ωは「 2E と弧 AzBの交点」となります．
この様に，「計算なしで」 f の像が求まります． 'z と， ' ( ')f zω = に関しても同様です． 



２つの鏡像変換への分解(双曲型)    
 
双対平面では， f は「原点中心で，相似比が正の相似変換」だから，適当に ,p qを選んで，

2円  E 'p とE 'q に対する鏡像変換の合成が f と一致するようにできます． 

[注] 各々の円に関する鏡像は，
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とすれば，  T =2 T( )=T(·( ( )) )q pf f zz ωo   となります．  
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この  E 'p と E 'q を
1T−
で戻した円を各々 E E,p qとすると，「 E pと Eqに関する鏡像変換の合

成」は f と一致します． 以上は 一般にも成り立つので， 

 
双曲型 一次分数変換は，適当な二つの双曲的直線に関する鏡像の合成で表される． 

 
 
CabriⅡによる検証  
１．座標系としてのシュタイナー円群 Drag z        shteiner_example1-1.html 
２．鏡像変換の合成  Drag , , ,z C p q     shteiner_example1-2.html 
 

【ちょっと一言】{E }n から，適当な円を無数に選んで, 点列「 p qE Ez ω ω′→ → L
に関する に関する

鏡像 鏡像
」を

作ると，その集合は「 zを通る等距離線」となります．(（9.4.3）の別の説明) 

 



11.4.2. 例 2 (楕円型） 
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[11.1.2]と同じ例です．不動点は，A( )i とB( )i− ，さらに， ( )
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双対平面上で，原点を中心とする半径 rの円C 'r 上の点は, (#)によりC 'r 上の点に移ります．

C 'r をもとの平面に戻した曲線 rC は， x i
r

x i
+

=
−
をみたす点の軌跡(アポロニウスの円)です．

rC は f の不動曲線で，双曲的円です． 

 

さらに，双対平面上で，原点 Oを通る直線をE 'θ , これを 1T−
で戻した円をEθとすると，E 'θ

は C'と直交するので， Eθ も C と直交します． Eθ 上の点 xの像は E 'θ 上にあるので， 
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.  故にEθは，A,Bを通る円で,  H+

での双曲的直線です．  
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rC は，青色で「 r」とラベルしています． 

Eθ は，緑色で「θ 」と ラベルしています.  

実線の Eθ と，点線の -Eθ π で 1つの円を作ります． 

rC は青色の円， E 'θ は緑色の半直線です． 

「 r」の値は，実軸上の数字から読んで下さい．

 
この{ }nC と{E }n も 「シュタイナー円群」 で，「座標系」のような働きをします．例えば，

上図の zは 2C と /6E π− の交点です．そして「 6 2 3

π π π
− + = 」なので，(#)により， ( )f zω = は 

2C と /3Eπ の交点に移ります．この様に，「計算なしで」 f の像が求まります． 

 



２つの鏡像変換への分解(楕円型）    

双対平面では，f は「原点中心のθ の回転」だから，適当にα , β を選んで，2直線  E 'α とE 'β

に対する鏡像変換の合成が f と一致するようにできます． 

[注] E 'α とE 'β に関する鏡像を fαと fβ とすると，f fβ αo は，「原点中心の 2( )β α− の回転」

です．ゆえに，「 / 4β α π− = 」とすれば， (T( )) ·T( ) T( )f f z i zβ α ω= =o  となります． 
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/ 4β α π− = ならば, Eα と Eβ に対する鏡像の

合成は， f と一致する 

/ 4β α π− = ならば, E 'α と E 'β に対する鏡像の

合成は，「原点中心の / 2π の回転」となる 
 

このE 'α とE 'β を
1T−
で戻した円を 各々E E,α β とすると，「EαとEβに関する鏡像変換の合

成」は f と一致します． 以上は 一般にも成り立つので， 

 
楕円型 一次分数変換は，適当な二つの双曲的直線に関する鏡像の合成で表される． 

 
 
CabriⅡによる検証  
１．座標系としてのシュタイナー円群 Drag z        shteiner_example2-1.html 
２．鏡像変換の合成  Drag , , ,z C p q     shteiner_example2-2.html 
 

【ちょっと一言】{E }n から，適当な円を無数に選んで, 点列「 EEz βα ω ω′→ → L
に関するに関する

鏡像 鏡像
」を

作ると，その軌跡は「Aを中心とし， zを通る双曲的円」となります．(（6.2）の別の説明) 



11.4.3. 例 3 (放物型） 
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[11.1.3]と同じ例です．不動点は，A(2)のみ．さらに，
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   ) ( ) 1 ( )( #T T zω = + L   

双対平面上で，x軸と平行な直線C ': p y p= 上の点は, (#)によりC 'p 上の点に移ります．C 'p

を元の平面に戻した曲線 pC は f の不動曲線で，Aに於いて実軸と接する円（極限円）です． 

 

さらに，双対平面上で， y軸と平行な直線を E ' :q x q= , これを 1T−
で戻した円を Eqとす

ると，E 'q はC'と直交するので，Eqも Cと直交します．かつ， pC の場合と同様に考えて，

Eqは，点 Aに於いて 2x = と接する円となります．故に Eqは，H+
での双曲的直線です．  
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pC は，青色の円， Eq は，緑色の円です.  

「 ,p q 」の値は，図に書き込んであります． 

'pC は青色， E 'q は緑色の直線です． 

「 ,p q 」の値は，軸上の数字から読んで下さい． 

 
この{ }nC と{E }n も 「シュタイナー円群」 で，「座標系」のような働きをします．例えば，
上図の zは「 1/2C− と 0E の交点」です．そして「 0 1 1+ = 」だから，(#)により， ( )f zω = は

「 1/2C− と 1E の交点」に移ります．この様に，「計算なしで」 f の像が求まります． 



２つの鏡像変換への分解 (放物型）   
 
双対平面では， f は「実軸に平行な平行移動」だから，適当に s , tを選んで，2直線  E 's と
E 't に対する鏡像変換の合成が f と一致するようにできます． 

 
[注]各直線に関する鏡像は「 2:s xf x s −a 」と「 2:t xf x t −a 」．  ∴ ( ) 2( )t sf f x x t s= + −o

よって「 2( ) 1t s− = 」とすれば， (T( )) T( )+1 T( )f f zzβ α ω= =o  となります．  
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2( ) 1t s− = なら,  Esと Etに対する鏡像の合成は，

f と一致する 
2( ) 1t s− = なら, E 's と E 't に対する鏡像の合成

は，「実軸に平行な方向に 1平行移動」となる 
 

この E 's と E 't を
1T−
で戻した円を 各々 Es , Etとすると，「 Esと Etに関する鏡像変換の合

成」は f と一致します． 以上は 一般にも成り立つので， 

 
放物型 一次分数変換は，適当な二つの双曲的直線に関する鏡像の合成で表される． 

 
CabriⅡによる検証  
１．座標系としてのシュタイナー円群 Drag z        shteiner_example3-1.html 
２．鏡像変換の合成  Drag , , ,z C p q     shteiner_example3-2.html 
 

 

【ちょっと一言】{E }n から，適当な円を無数に選んで, 点列「 EEz βα ω ω′→ → L
に関するに関する

鏡像 鏡像
」を

作ると，その軌跡は「Aで実軸と接し， zを通る極限円」となります．(（8.1）の別の説明) 

 



11.5. 一次分数変換の分解 

f は H+
に於ける 次の一次分数変換とします． 
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Lは実数  

0c ≠ の時， f は，適当な 2円（双曲的直線）に関する鏡像で合成できます．(10.3)参照  
0c = の時も，明らかに f は適当な 2円（双曲的直線）に関する鏡像で合成できます．即ち， 

 
一次分数変換(*)は，常に 「適当な 2円（双曲的直線）に関する鏡像」で合成できます． 

 
すなわち，双曲的合同変換の「分子」は，常に 「原子」2個でできています． 
 
 
【注】一般に，斜航型の一次分数変換は，4 個の円に関する鏡像変換の合成になります．しかし，(*)型の

一次分数変換は，「楕円型」，「双曲型」，「放物型」のいずれかになるので，適当な 2円(双曲的直線)に関す

る鏡像で合成できます． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



11.6. 二つの鏡像変換の合成 
双曲的直線 1E と 2E に関する鏡像の合成は，一次分数変換となるので，やはり，「双曲型」，

「楕円型」，「放物型」のいずれかに分類されます．  
 
11.6.1. 例: 二円が交点を持たない時 

1E , 2E 外の 1点 Pを「 21   P P' P''E E→ →に に

関する鏡像 関する鏡像
」と移し，3点 P,P',P"を通る円 1C を作

ると，「 1 1 1 2C , CE E⊥ ⊥ 」です．同様にして「 12 2 2C , CE E⊥ ⊥ 」となる円 2C を作ります． 

1C と 2C の交点を ), )A( B(α β とし， :  
x

x
x
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a によって，双対平面に移すと， 1C と 2C は

原点で交わる直線 1C 'と 2C 'に移り， 1E と 2E は， 1C 'と 2C 'に直交する円 1 2E ', E 'へ移ります．
故に 1E 'と 2E 'は「原点を中心とする同心円」です．従って「 1E , 2E に関する鏡像の合成」
は，「 1 2E ', E 'に関する鏡像の合成」と共役で，（固定点が Aと Bの）双曲型になります． 
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元の複素数平面に於ける図 双対平面上に Tで移した図 

T でなく， 1
:S x

x α−
a で移しても, 1E と 2E は， 1C 'と 2C 'に直交する同心円 1 2E ', E 'へ移

ります．或いは，点 Aまたは Bを中心とする円 Kに関する鏡像 で移しても同じです． 
以下の CabriⅡのファイルでは，Aを中心とする円 Kに関する鏡像で 移しています． 
 
CabriⅡによる検証    
Drag K,P,Q, 1 2,E E (円は直接 Dragして下さい)            composit_ex1.html 



11.6.2. 二つの鏡像変換の合成 
双曲的直線 1E に関する鏡像を 1f ，双曲的直線 2E に関する鏡像を 2f とすると， (10.6.1)と同

様にして 2 1f f f= o が分類できます．  
【注】 1E と 2E に直交する双曲的直線 1 2C ,C を引き，全体の図形を適当な変換で移します． 

 
(ア) 1E と 2E が共有点を持たないとき 
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1E と 2E が同心円でないとき 1E と 2E が同心円のとき 

1E と 2E が同心円でない時は， 1E と 2E に直交する円 C が取れるので，C と実軸の交点を
A,Bとします． 1E と 2E が同心円の時は, 1E と 2E に直交する直線 Cが取れるので， Cと実
軸の交点を A, 虚軸上方にある無限遠点を Bとします．するといずれの場合も，A,Bを固定
点とする双曲型の一次分数変換となります． f の不動曲線は，「双曲的直線

)(C  ⊥ 実軸のとき  または 等距離線  C )( ⊥/ 実軸のとき  」です． 
 
 
 
(イ) 1E と 2E が交点 A, Bを持つとき 
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A, Bを固定点とする楕円型の一次分数変換となります． (但し固定点の一つは H+
外です.) 

f の不動曲線は, 1E と 2E に直交する円で，「Aを中心とする双曲的円」です． 
 



(ウ) 1E と 2E が無限遠点 Aを共有するとき（ 21E E// のとき） 

実軸 A

C
E1 E2

 
実軸

C
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1E と 2E が実軸上の点 Aで接するとき 1E と 2E が実軸と垂直な直線のとき 

 
Aを固定点とする放物型の一次分数変換となります．f の不動曲線 Cは, 1E と 2E に直交す

る円(A が実軸上の点のとき) または 実軸に平行な直線 (A が虚軸上方の無限遠点のとき)
となり「 1 2E , E を軸とする極限円」です． 
 
(一次分数変換の スマートな説明は，例えば「双曲幾何学への招待」をご覧ください．) 
 


